Survival matematyczny

Zbi16r zadan przygotowujacych
do konkursow przedmiotowych



Autorzy:

Joanna Chabecka
Krzysztof Dolata
Bozena Topczewska
Emilia Turowska
Iwona Wierzchon

Niniejsza publikacja powstata w ramach projektu

»durvival matematyczny” finansowanego z dotacji mFundac;ji.

Publikacje mozna powiela¢ wytacznie do celow edukacyjnych

nie zwigzanych z prowadzong dziatalnoscig gospodarczg.

Lochowo 2022



Spis tresci:

AT =) o PP PRTRRT 4
ZAAANTA TOGICZNE ... bbb bbb bbb 5
Wyrazenia algebraiCzne 1 TOWNANIA .........ccveieeriiiiiiiieiee et 11
F N 11151 4 USSR 19
GEOMELIA ANAIILYCZNA. ... ccee ittt e e te e e teeeeaneeareeee s 27



Zadna nauka nie wzmacnia tak wiary
w potege umystu ludzkiego,
jak matematyka.

Hugo Steinhaus

Wstep

Survival matematyczny to przygoda, ktorg mieliSmy okazj¢ przezy¢ z naszymi uczniami.
Wszystko w ramach projektu realizowanego w naszej szkole dzigki wsparciu mFundacji.
Zajgcia matematyczne skierowane byty dla uczniéw klas 5-8.

Zmagali$my si¢ z trudno$ciami i przetamywaliSmy ograniczenia.

Ponizsza publikacja jest zbiorem zadan, ktére nam towarzyszyty podczas trwania projektu.

Mamy nadziejg, ze przyczynig si¢ one do rozwoju potegi niejednego mtodego umyshu.

Zyczymy satysfakcji w rozwigzywaniu zadan.

Nauczyciele matematyki Szkoly Podstawowej
im. Jana Pawta Il w Lochowie



Zadania logiczne

Zadanie 1.

Marta ma dwa wiaderka: jedno o pojemnosci 5 litrow, a drugie o pojemnosci 3 litréw. W jaki
sposob mozna za pomocg tych wiaderek wla¢ do miski 4 litry wody?

Rozwigzanie:

Aby wla¢ do miski 4 litry wody Marta powinna wykona¢ ponizsze Kroki:
krok I: napetni¢ woda wiaderko 5-litrowe,

krok II: przela¢ 3 litry wody do wiaderka 3-litrowego,

krok III: przela¢ reszt¢ wody do miski — beda w niej 2 litry wody.

Po powtorzeniu tych czynnosci w misce beda 4 litry wody.

Zadanie 2.

Mamy do dyspozycji dwie klepsydry: 5-minutowa i 7-minutowg. Jak za ich pomoca
odmierzy¢ 9 minut, a jak 13 minut?

Rozwigzanie:

Aby odmierzy¢ 9 minut nalezy obroci¢ obie klepsydry i rozpocza¢ odmierzanie czasu. Gdy
przesypie si¢ piasek w klepsydrze 5-minutowej odwroci¢ ja, a gdy przesypie si¢ piasek
w Kklepsydrze 7-minutowej odwrdci¢ 5-minutowa. Odmierzanie czasu zakonczy si¢, gdy
przesypie si¢ piasek w klepsydrze 5-minutowe;j.

Aby odmierzy¢ 13 minut nalezy podobnie jak ostatnio odwroci¢ obie klepsydry. Gdy
przesypie si¢ piasek w klepsydrze 5-minutowej, odwroci¢ ja, a gdy przesypie si¢ piasek
W 7-minutowej odwroci¢ te¢ 7-minutowq. Nastepnie, gdy przesypie si¢ piasek w klepsydrze
S5-minutowej odwroci¢ 7-minutowa. Odmierzanie czasu zakonczy sie, gdy przesypie si¢
piasek w klepsydrze 7-minutowej.

Zadanie 3.

Na potce stoja trzy Swiece, z ktorych jedna spala si¢ w ciggu 4 minut, druga w ciggu 5 minut,
a trzecia w ciggu 9 minut. Jak za ich pomocg odmierzy¢ 6 minut?

Rozwigzanie:

Zapalmy najpierw wszystkie swiece. Gdy dopali si¢ $wieca 4-minutowa zgasmy wszystkie
pozostale. Otrzymamy wtedy $wiece 1-minutowa i S-minutowa, ktorymi po kolei
odmierzamy 6 minut.



Zadanie 4.

Ewa ma trzy puste pojemniki: dwie skrzyneczki i wiaderko. Chce w nich rozmiescié
10 orzechdow, tak aby zaden nie byt pusty i w kazdym z nich byty:
a) nieparzyste i rozne liczby orzechow,

b) parzyste i rozne liczby orzechow.

W jaki sposéb Ewa powinna to zrobi¢?

Rozwiazanie:

a) Zauwazmy, ze suma trzech liczb nieparzystych nie bedzie nigdy wynosita 10. Ewa moze
jednak rozmie$ci¢ orzechy tak aby spetnione byly warunki zadania. Przyktadowo do
jednej skrzyneczki moze wlozy¢é 7 orzechow, a w drugiej umiesci¢ wiaderko
z 1 orzechem oraz 2 orzechy poza wiaderkiem.

b) Przyktadowo Ewa do jednej skrzyneczki moze wtozy¢ 6 orzechow, a w drugiej umiescic¢
wiaderko z 2 orzechami oraz 2 orzechy poza wiaderkiem.

Zadanie 5.

Zomierz ma dwa lonty. Sg one réznej dtugosci i gruboéci. Wiadomo tylko, ze kazdy z nich
spala si¢ w ciggu jednej godziny. W jaki sposéb mozna odmierzy¢ doktadnie 45 minut?

Rozwigzanie:

Zotnierz powinien podpali¢ oba lonty: jeden z dwdch stron, a drugi z jednej strony. Spalenie
catego pierwszego lontu bedzie trwalo pot godziny. Wowcezas trzeba podpali¢ drugi lont takze
z drugiej strony. Dopalenie si¢ drugiego lontu zajmie jeszcze 15 minut.

Zadanie 6.

Takim samym literom odpowiadajg takie same cyfry, a roznym literom — rozne cyfry. Jakie
cyfry odpowiadajg literom K, N 1 E?

A+K=A CN+N=MK MB
+ CD
EDM

Rozwigzanie:

Z pierwszego rownania wnioskujemy, ze K = 0. Jesli K = 0, to z drugiego réwnania
wnioskujemy, ze liczba MK ma na koncu 0, zatem N musi si¢ rownan 5. Stad cyfra M jest
zawsze o 1 wieksza od C. Bez wzgledu na cyfry B i1 D cyfra E moze wynosi¢ tylko 1.



Zadanie 7.

Takim samym literom odpowiadajg takie same cyfry, a roznym literom — roézne cyfry.
Rozszyfruj dziatania:

AA
a) +AA
BBC

DD
b) +EE
DDF

GH
C) +HG
KGK

Rozwiazanie:

a) Aby suma takich samych liczb dwucyfrowych o tych samych cyfrach data liczbe
trzycyfrowa z takimi samymi cyframi setek i dziesigtek jest tylko jedna mozliwo$¢ przy
dziataniu 55 + 55. Stad A=5,B=1,C =0.

b) W wyniku dodawania liczb dwucyfrowych postaci DD+EE mamy mozliwos¢
otrzymania liczby trzycyfrowej o takiej samej cyfrze setek 1 dziesiatek tylko w przypadku
11+99=110. Azatem D=1, E=9,F =0.

c) Dodajac do siebie liczby dwucyfrowe powstate przez przestawienie cyfr i takie, ze ich
suma jest liczbg trzycyfrowa z cyfra dziesiatek taka, ze wystgpuje ona w obu sktadnikach
mamy tylko mozliwo$¢ przy dziataniu 29+92=121. A zatem G=2,H =9, K =1.

Zadanie 8.

Takim samym literom odpowiadajg takie same cyfry, a réoznym literom — rozne cyfry.
Rozszyfruj dziatanie:

ABC
ABC
+ABC
CcccC

Rozwigzanie:

Jesli dodajemy do siebie trzy takie same liczby trzycyfrowe, to tak jakby$my chcieli wykonac
mnozenie liczby przez 3. Tylko cyfra 5 pomnozona przez 3 daje cyfr¢ jednosci takze 5. Stad
wynika, ze musimy liczbg 555 otrzymac z trzech takich samych liczb z cyfra jednosci 5.
Moze to by¢ jedynie dziatanie 3-185. Zatem A=1,B=8,C=5.
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Zadanie 9.

Takim samym literom odpowiadajg takie same cyfry, a réznym literom — roézne cyfry.
Rozszyfruj dziatania:

WKRETY
a) . 3
KRETY2
MASTER
by - 3
ASTERS
Rozwigzanie:

a) Przy mnozeniu przez 3 aby uzyska¢ cyfre jednosci rowng 2 musimy za Y wstawic 4.
Nastepnie wstawiamy ja tez za cyfre dziesigtek iloczynu. Wynika z tego, ze T moze by¢
tylko rowne 1. Podstawiamy za T =1 w iloczynie i znowu widzimy, ze E moze by¢ tylko
rowne 7. Podstawiamy liczbe 7 do iloczynu i tak dalej. W rezultacie otrzymujemy, ze
E=7,K=8R=5T=1W=2Y=4.

b) Przy mnozeniu przez 3 mozemy uzyska¢ cyfr¢ jednosci iloczynu tylko wtedy, gdy
za R podstawimy 6. Zastgpujemy teraz literk¢ R z iloczynu cyfra 6. Wynika z tego, ze
literkg E moze by¢ tylko 5. Podstawiamy za te¢ literke w iloczynie 5 i dalej postepujemy
podobnie. W rezultacie otrzymujemy, ze A=4,E=5M =1, R=6,5S=2,T =8.

Zadanie 10.

Takim samym literom odpowiadajg takie same cyfry, a réoznym literom — rozne cyfry.
Rozszyfruj dziatanie:

DURSZLAK
-9
KKKKKKKKK

Rozwigzanie:

Nalezy si¢ najpierw zastanowic i rozwigza¢ zadanie pomocnicze 9-Y =YB. Wynika z tego, ze
B=5, czyli w naszym przypadku K=5. Znamy juz wynik mnozenia. Teraz mozemy
dopasowywac pozostate literki. Zatem: A=9,D=6,K=5L=3, R=7,S=2,U =17 =8.

Zadanie 11.

Z prawej strony pewnej liczby dwucyfrowej dopisano pewng cyfre. Utworzono w ten sposob
liczbe trzycyfrowa, wigksza od poprzedniej o 500. Jaka byta ta dwucyfrowa liczba? Jaka cyfre
dopisano?



Rozwigzanie:
Zapisz zadanie w postaci

AB
+ 500
ABC

Rozne litery nie musza oznaczac¢ réznych cyfr, a 0 oznacza zero. Zauwazmy, ze A=B=C.
A zatem szukang liczbg dwucyfrowg jest 55 oraz dopisano cyfre 5.

Zadanie 12.

W pewnej liczbie trzycyfrowej zamieniono cyfre dziesigtek z cyfra jednosci. Utworzono
w ten sposob nowa liczbe trzycyfrowa. Suma obu liczb jest rowna 1187. Wyznacz te liczby.

Rozwigzanie:
Zapiszmy tre$¢ zadania w postaci

ABC
+ ACB
1187

Pamigtajmy, zZe identycznym literom odpowiadaja identyczne cyfry, natomiast réznym
literom moga odpowiada¢ takie same cyfry. Poréwnujemy druga 1 trzecia kolumne
i wnioskujemy, ze B+C =17. Teraz zauwazmy, ze A+ A=10, czyli A=5. Poniewaz nie
mamy innych warunkow, zatem B=9 i C=8 lub odwrotnie B=8 i C=9. Szukanymi
liczbami sg wigc 589 1 598.

Zadanie 13.

W pewnej liczbie trzycyfrowej zamieniono cyfre setek z cyfrg jednosci. Utworzono w ten
sposob nowg liczbe trzycyfrowg. Réznica obu tych liczb jest liczba dwucyfrowa. Oblicz te
roznice.

Rozwigzanie:
Zapiszmy tre$¢ zadania w postaci

ABC
- CBA
EF

Gdyby literom A i C odpowiadaty takie same cyfry, to roznica EF bylaby réwna 0. Wobec
tego A jest rozne od C. Aby liczba setek réznicy byla réwna zero, musi by¢ spelniony
warunek A=C+1. Stad wynika, ze F =9. Wobec tego takze E =9. Szukang roznica jest
zatem 99.



Zadanie 14.

Miedzy cyfry liczby dwucyfrowej X wpisano pewna cyfre. Otrzymana w ten sposob liczba
trzycyfrowa jest 10 razy wigksza od liczby X.

a) Jaka jest cyfra jednosci liczby X?

b) Jaka cyfre wpisano?

c) Podaj przyktad takiej liczby X.

Rozwigzanie:

Niech dopisang cyfra bedzie C i niech liczba x ma cyfry A, B. Zadanie ma zatem postac:
ACB = ABO, gdzie 0 oznacza zero. Zauwazmy, ze A=1 i C=2. Mozemy zatem udzieli¢
odpowiedzi na kolejne pytania.

a) Cyfra jednosci liczby X jest 0.
b) Wpisang cyfrg jest 0.
c) Liczby x sa postaci 10, 20,30,...,90.

Zadanie 15.

Miedzy cyfry liczby dwucyfrowej y wpisano pewng cyfre. Otrzymana w ten sposob liczba
trzycyfrowa jest o 110 wieksza od liczby y.

a) Jaka jest cyfra dziesiatek liczby y?
b) Jaka cyfre wpisano?

c) Jaka jest cyfra jednosci liczby y?
d) Podaj przyktad takiej liczby .

Rozwigzanie:

Niech dopisang cyfra bedzie C i niech liczba y ma cyfry A, B. Zadanie ma wigc postac:
AB+110=ACB. Zauwazmy, ze A=1 i C=2. Mozemy zatem udzieli¢ odpowiedzi na
kolejne pytania.

a) Cyfrg dziesiatek liczby y jest 1.

b) Wpisang cyfrg jest 2.

c) Cyfra jednosci liczby y moze by¢ dowolna liczba.
d) Liczbyy sa postaci 10,11,12,...,19.
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Wyrazenia algebraiczne
i rownania

Zadanie 1.

Sprzedawczyni wydata Wojtkowi 5 zt reszty w monetach po 20 groszy i po 50 groszy.
W sumie dostat on 16 monet. Ile wsrdd nich byto dwudziestogroszowek?

Rozwigzanie:
WprowadZzmy nastepujace oznaczenia:

X — liczba monet 20-groszowych
16 — x — liczba monet 50-groszowych

0,2x+0,5(16-x)=5
0,2x+8-0,5x=5
-0,3x=-3 /-(—10)
3x =30
x=10

Odp. Wojtek otrzymat 10 monet 20-groszowych.

Zadanie 2.

W dwoch naczyniach jest razem 6,8 1 mleka. Ile litrow mleka jest w kazdym naczyniu, jesli
w jednym jest 0 2,2 | wigcej niz w drugim?

Rozwigzanie:
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

X — 1ilos¢ litréw mleka w I naczyniu
X+ 2,2 — ilo$¢ litrow mleka w Il naczyniu

X+X+2,2=6,8
2X=4,6
X=2,3

Odp. W pierwszym naczyniu jest 4,5 I, aw drugim 2,3 | mleka.
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Zadanie 3.

Przed dwoma laty matka byta 4 razy starsza od syna. Za 10 lat bedg mieli razem 74 lata. Ile
lat ma obecnie kazde z nich?

Rozwigzanie:
przed dwoma laty teraz za 10 lat
matka 4x 4x+2 4x+12
syn X X+2 X+12

AX+12+x+12=74
5x+24=74

5x =50

x=10

4.10+2=42
10+2=12
Odp. Mama ma obecnie 42 lata, a jej syn 12.

Zadanie 4.

Trzech biegaczy wzigto udziat w sztafecie. Pierwszy przebiegt potowe dystansu, drugi jedng
trzecia pozostatej czgsci, a trzeci ostatnie 20 km. Oblicz dlugos¢ trasy sztafety.

Rozwigzanie:
WprowadZmy nastgpujace oznaczenia:
X— dlugos¢ sztafety

1 ) . .
3 X — trasa, ktorg przebiegt pierwszy zawodnik

11 1
33 X = 5 X— trasa, ktorg przebiegt drugi zawodnik
20 km — trasa, ktorg przebiegt trzeci zawodnik

1x+1x+20:x
2 6

ﬂx+20:x
6

20:1x
3

60 = X
Odp. Sztafeta ma dtugos¢ 60 km.

12



Zadanie 5.

Pewna liczba a przy dzieleniu przez 14 daje resztg 2. Inna liczba b przy dzieleniu przez 7 daje
reszte 3. Jaka reszte z dzielenia przez 7 da liczba 3a+4b?

Rozwigzanie:
a:14=x reszta 2
b:7=y reszta 3
Zatem:
a=14x+2
b=7y+3
Znajdzmy teraz reszt¢ z dzielenia przez 7 liczby 3a+4b:
3a+4b= 3(14x+2)+4(7y+3)
42X +6+28y+12 =

42x+28y+18 =
7(6x+4y+2)+4

Odp. Reszta z dzielenia 3a-+4b przez 7 to 4.

Zadanie 6.

Basia w pewna sobote spedzita przy komputerze 1,2 godziny, co stanowito 0,125 dnia. Stonce
tego dnia wzeszto o godzinie 7:03. O ktorej godzinie byt zachod stonca?

Rozwigzanie:
1,2 godziny =1,2-60 minut =72 minuty.
Oznaczmy przez x dtugos¢ dnia.

0,125x=1,2 /-8
X=9,6

Dzien trwat 9,6 godziny, czyli 9 godz. 36 min.
7:03 %M _516:39

Odp. Zachdd Stonca tego dnia byt o 16:39.

Zadanie 7.

Suma czterech liczb jest rowna 19. Druga liczba jest 3 razy wigksza od pierwszej. Trzecia
liczba jest o 5 wigksza od sumy dwoch pierwszych liczb. Czwarta liczba jest $rednig
arytmetyczng drugiej i trzeciej liczby. Wyznacz te liczby.
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Rozwiazanie:
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

X — pierwsza liczba
3x— druga liczba
4x+5— trzecia liczba

3X+4X+5 7X+5
2 2

— czwarta liczbha

x+3x+4x+5+%(7x+5)=19

8x+5+%(7x+5)=19 /-2

16x+10+7x+5=38
23x=23
x=1

Odp. Szukane liczbyto 1, 3,9 i 6.

Zadanie 8.

Roznica cyfry dziesiatek i1 cyfry jedno$ci pewnej liczby dwucyfrowe;j jest rowna 4. Gdy do tej
szukanej liczby dodamy liczbe utworzona z jej cyfr, ale zapisanych w odwrotnej kolejnosci,
to otrzymamy 132. Wyznacz t¢ liczbg.

Rozwigzanie:
WprowadZmy nastgpujace oznaczenia:

b— cyfrajednosci
b+4— cyfra dziesigtek
10(b+4)+b— szukana liczba

10b+b+4— liczba utworzona z cyfr w odwrotnej kolejnosci
10(b+4)+b+10b+b+4=132
22b+44 =132
22b =88
b=4

Odp. Szukana liczba to 48.

Zadanie 9.

W trzech koszach byto razem 120 jabtek. Jezeli z pierwszego kosza przetozymy do drugiego
8 jabtek, a nastgpnie z drugiego do trzeciego przelozymy 24 jablka, to liczba jablek
we wszystkich koszach bedzie jednakowa. Ile jabtek bylo w kazdym koszu?

14



Rozwiazanie:

8 jabtek 24 jabtka

40+8=48 40-24=16

120 jabtek

120:3=40
Odp. W pierwszym koszyku byto 48 jabtek, a drugim 56, a w trzecim 16 jablek.

Zadanie 10.

Przekatna czworokata dzieli go na dwa trdjkaty, ktorych obwody wynosza odpowiednio
25 em 127 cm. Oblicz dtugos¢ tej przekatnej, wiedzac, ze obwod czworokata jest rtowny 32 cm.

Rozwigzanie:

a+b+x=25
c+d+x=27
a+b+c+d=32

Mamy zatem:

a+b+x+c+d+x=52
a+b+c+d+2x=52
32+2x=52

2x=20

x=10

Odp. Przekatna ma dlugos¢ 10 cm.

Zadanie 11.

Cyfra setek pewnej liczby trzycyfrowej wynosi 2. Jezeli t¢ cyfre przeniesiemy na koniec, to
otrzymamy liczbe 0 25% mniejsza od poczatkowej. Ile wynosi poczatkowa liczba?

15



Rozwigzanie:
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

2xy =2-100+10x+y— liczba trzycyfrowa
xy2 =100x+10y+2— liczba po przestawieniu cyfry 2 na koniec

100x +10y +2 =%(200+10x+ y) /4

400x+40y +8=600+30x+ 3y
370x+37y =592 /.37
10x+y=16
Zatem x=11 Y =06.
Odp. Poczatkowa liczba to 216.

Zadanie 12.

W wyscigu startowato 37 zawodnikéw. Liczba zawodnikow, ktorzy dobiegli do mety przed
Zbyszkiem byla 5 razy mniejsza od liczby zawodnikow, ktorzy ukonczyli bieg po nim. Ktore
miejsce zajat w wyscigu Zbyszek?

Rozwigzanie:
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

X— liczba zawodnikow, ktorzy ukonczyli bieg przed Zbyszkiem
5x — liczba zawodnikow, ktorzy ukonczyli bieg po Zbyszku

X+1+5x=37
6x+1=37
6Xx =36
X=06

Odp. Zbyszek zajat 7 miejsce.

Zadanie 13.

W dwoch workach znajduje sie tacznie 140 kg maki. Jezeli z pierwszego worka przesypiemy
do drugiego 12,5% maki znajdujacej si¢ w pierwszym worku, to w obydwu workach bgda
jednakowe ilosci maki. Ile kilograméw maki byto poczatkowo w kazdym worku?

Rozwigzanie:
WprowadZmy nastgpujace oznaczenia:

X — waga maki w pierwszym worku
140—x— waga maki w drugim worku

16



X—12,5%x =140 - x+12,5%Xx

Zx=140—zx
8 8
Ex:140 /14
8
1x:10
8
x=80

Odp. W pierwszym worku byto 80 kg maki, a w drugim 60 kg.

Zadanie 14.

Wykaz, ze:

a)

kwadrat liczby nieparzystej zwickszony o 3 jest podzielny przez 4,

b) suma kwadratow dwoch kolejnych liczb catkowitych, ktore nie dzielg si¢ przez 3 jest
liczba nieparzysta,

c) kwadrat sumy trzech kolejnych liczb catkowitych nieparzystych przy dzieleniu przez 36
daje reszte 9.

Rozwiazanie:

a) Oznaczmy przez n dowolng liczbe catkowita. Wowczas wyrazenie 2n+1 przedstawia
liczbg nieparzysta.

(2n+1)" +3=4n+4n+1+3=4n’ +4n+4:4(n2 +n+1)
Zatem kwadrat liczby nieparzystej zwigkszony o 3 przedstawiliSmy jako iloczyn liczby 4
1 liczby calkowitej, co dowodzi podzielnosci przez 4.

b) Skoro liczby nie dziela si¢ przez 3, to przy dzieleniu przez 3 dajg resztg odpowiednio
1 oraz 2. Dla dowolnej liczby catkowitej n wyrazenia 3n+1 oraz 3n+2 sa kolejnymi
liczbami catkowitymi, ktore nie dziela si¢ przez 3.

(3n+1)"+(3n+2)° =9n* +6n+1+9n* +12n+4

=18n° +18n+5

=2(9n° +9n+2)+1
Zatem sume¢ kwadratow dwoch kolejnych liczb catkowitych, ktore nie dziela si¢ przez 3
przedstawilismy jako liczbe, ktora z dzielenia przez 2 daje reszte 1, czyli jako liczbe
nieparzysta.

c) Oznaczmy przez 2n+1, 2n+3, 2n+5 kolejne liczby catkowite nieparzyste dla

dowolnej liczby catkowitej n. Wowczas:
(2n+1+2n+3+2n+5)" =(6n+9)° =36n" +108n+81=36(n’ +3n+2)+9

Zatem kwadrat sumy trzech kolejnych liczb catkowitych nieparzystych przedstawilismy
jako wyrazenie, ktore z dzielenia przez 36 daje reszte 9.
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Zadanie 15.

Piotrus 1 Krzys$ postanowili pomdc babei w skopaniu ogrodka na wiosng. Gdyby kopat tylko
Piotrus, to potrzebowalby na skopanie catego ogrodka 6 godzin, a gdyby kopat tylko Krzys, to
potrzebowatby 10 godzin. W jakim czasie chtopcy skopig caty ogrodek pracujgc razem?

Rozwiazanie:

Piotru$: 6 godzin caly ogrédek
Krzys: 10 godzin caty ogrédek

Zauwazmy, ze Piotru$ w jedng godzing wykona % swojej pracy. Tymczasem Krzy$ w jedng

godzing wykona % pracy. Gdy pracuja razem w ciggu jednej godziny wykonaja:
11 5 3 8
S+ =—+—=— pracy.

6 10 30 30 30

Niech X oznacza potrzebny czas w godzinach na wykonanie calej pracy przez dwoéch
chtopcow.

E.le
30
30
X=—
8
15
X=—
4
x:3E
4

Odp. Chiopcy potrzebuja 3 godziny i 45 minut na skopanie calego ogrodka.
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Arytmetyka

Zadanie 1.

Ile wynosi wartoéé wyrazenia (327 +4% 4 327): (416 +2°. 216) ?

Rozwiazanie:

235+236+235):(232 +232):
(2-2% +2%):(2.2%)=
(2% +2%): 2% =27 : 2% = 2" =16

Odp. Warto$¢ szukanego wyrazenia wynosi 16.

Zadanie 2.

Tomek ma 256 zt, a Kasia 71 zt. Ile zlotych powinien Tomek da¢ Kasi, aby zostalo mu dwa
razy wigcej niz miataby wtedy Kasia?

Rozwigzanie:

I sposob:

256+71=327 zt

327:3=109 zt

109-2=218 zt

256—-218=238 zt lub 109-71=38 zt

I sposob:

X— kwota w zlotowkach, jakg powinna mie¢ Kasia
2x — kwota w zlotowkach, jaka powinien mie¢ Tomek

X+2Xx=256+71

3x =327
x =109
2x =218

256—218 =38 zl lub 109—-71=38 zt

Odp. Tomek powinien da¢ Kasi 38 zt, aby zostato mu dwa razy wigcej niz miataby wtedy Kasia.

19



Zadanie 3.

Na stole lezaty cukierki. Janek wzigt %— z nich, a Zosia tylko sze$¢ cukierkow. Razem mieli

1 . o o
= wszystkich cukierkow. Ile cukierkdéw zostalo na stole?

Rozwigzanie:

I sposob:
Janek 1 Zosia majg razem % wszystkich cukierkéw. Janek ma ich ﬁ, zatem Zosia ma

1 - i = i cukierkow.

9 11 99

Z tresci zadania wiemy, ze Zosia ma tylko 6 cukierkow, zatem: % to 6 cukierkow; % to

3 cukierki; % to 297 cukierkow.

Wszystkich cukierkow jest 297. Janek 1 Zosia wzigli %-297=33 cukierki, czyli zostato:
297 —-33 =264 cukierki.

I sposob:
Sprawdzamy kolejno nastepujace liczby cukierkow:
Wszystkie cukierki 99 198 297
. 1 1 1
Zebrane cukierki 5-99:11 5-198: 22 5-297:33
Cukierki Janka i~99—9 i~198—18 i-297— 27
11 11 11
Cukierki Zosi 11-9=2 22-18=4 33-27=6

Poniewaz Zosia wzigla tylko 6 cukierkow, to wszystkich cukierkow byto 297. Dzieci wzigty
33 cukierki, zatem na stole zostaly 264 cukierki.

Odp. Na stole zostaty 264 cukierki.
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Zadanie 4.

Suma dwoch liczb naturalnych wynosi 57. Przy dzieleniu wigkszej liczby przez mniejsza
otrzymujemy 6 i reszte 1. Znajdz te liczby.

Rozwigzanie:

Gdy wigksza liczba dzieli si¢ przez mniejsza bez reszty, to suma wynosi 57 —1=56. Zatem:
56:7=8

8-6+1=49

Odp. Szukane liczby to 49 i 8.

Zadanie 5.
Znajdz najwieksza liczbe pierwsza, przez ktoéra dzieli si¢ liczba 2097152.

2097152 | 2
1048576
524 288
262144
131072
65536
32768
16 384
8192

4 096
2048
1024
512

256

128

64

32

16

NN NN DN DN DN DNDNDNDDNDNDDDNMNDNDDDNMNDNDDNMNMNNNDNDNMNMNNMNNDDN

~ N M 0

Zatem 2097152 = 2%,

Odp. Poniewaz 2097152 = 2%, wiec najwicksza liczba pierwsza przez ktora dzieli sie liczba
2097152 jest 2.
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Zadanie 6.

Wiktoria odebrata $wiadectwo szkolne, na ktorym znajduje si¢ 12 ocen. Dziewczynka ma na
nim jedng szostke, a pozostate oceny to piatki, czworki i trojki. Pigtek jest trzy razy wigcej niz
trojek 1 o trzy wigcej niz czworek. Ile piatek, czworek i trojek znajduje si¢ na Swiadectwie
Wiktorii? Ile wynosi $rednia ocen Wiktorii?

Rozwigzanie:

Liczba piagtek na §wiadectwie Wiktorii jest podzielna przez 3, bo jest ich trzy razy wiecej niz
trojek. Nie jest ona rowna 3, bo Wiktoria ma takze czworki, ktorych jest o trzy mniej. Nie jest
réwna 9, bo wtedy Wiktoria miataby sze$¢ czworek 1 razem wigcej niz 15 ocen. Oczywiscie
nie jest tez rowna 12, a zatem zostaje tylko 6 piatek. Czworek jest o 3 mniej czyli 6—-3=3,
trojki sa dwie, bo 6:3=2. Jedna széstka, sze$¢ piatek, trzy czworki i dwie trojki to razem
12 ocen.

Srednia arytmetyczna:

1.6+6-5+3-4+3-2
12

4,5

Odp. Na $wiadectwie Wiktorii znajduje sie sze$é piatek, trzy czworki i dwie tréjki. Srednia
ocen Wiktorii jest rowna 4,5.

Zadanie 7.

Numerujac strony lektury, ktorg Karolina ma przeczyta¢, uzyto 390 cyfr. Ile stron ma ta
ksigzka? Ile razy w numeracji stron uzyto cyfry 6?

Rozwigzanie:

Suma cyfr uzytych do =zapisania liczb jednocyfrowych 1 dwucyfrowych wynosi
9-1+90-2=189. Do zapisania liczb trzycyfrowych pozostaje 390-198=201 cyfr, czyli
mozna zapisa¢ 201:3=67 takich liczb.

Liczba stron w ksigzce wynosi 99+67 =166 stron. Cyfra 6 w rzedzie jednosci wystgpuje
17 razy 1 w rzgdzie dziesiatek rowniez 17 razy, czyli tacznie 34 razy.

Odp. Ksigzka ma 166 stron. Cyfra 6 zostata uzyta 34 razy.

Zadanie 8.

Ile jest wszystkich takich liczb trzycyfrowych o rdéznych cyfrach, utworzonych z cyfr
nalezacych do zbioru {1, 2,3,4,5,6,7,8, 9} , ktore przy dzieleniu przez 41 dajq reszte rowng 1?
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Rozwigzanie:

Wszystkie mozliwo$ci mozna wypisa¢ zaczynajgc od najmniejszej liczby trzycyfrowej, ktora
przy dzieleniu przez 41 daje reszt¢ 1, czyli od liczby 124. Nastepnie wystarczy dodawac
kolejno 41, az otrzymamy ostatnig takg liczbe trzycyfrowa, czyli 985, kontrolujac, czy
otrzymana liczba spetnia warunki zadania (liczba trzycyfrowa o réznych cyfrach, bez
cyfry 0).

Szukane liczby to: 124, 165, 247, 329, 452, 493, 534, 657, 698, 739, 821, 862, 985.

Odp. Takich liczb jest 13.

Zadanie 9.

Telewizor kosztowat poczatkowo 3000 zl. Jego cena zostala podwyzszona o 10%. Podczas
promocji cen¢ obnizono o 20% 1 =zaoferowano bonifikat¢ przy =zakupie platnym
bezgotowkowo w postaci 5% ceny. Ile zaptaci klient kupujac ten telewizor i placac
bezgotoéwkowo?

Rozwiazanie:
I sposob:
3000 zt — poczatkowa cena telewizora

10%-3000 =0,1-3000 = 300 zt— kwota, o ktorg podrozat telewizor

3000+300=3300 zt — cena telewizora po podwyzce

20%-3300=0,2-3300 =660 zl — kwota, o ktdra obnizono cen¢ telewizora
3300—-660 = 2640 zt — cena telewizora po obnizce

5%-2640 =0,05-2640 =132 zt — wysokos¢ bonifikaty za transakcj¢ bezgotowkowa
2640—-132 =2508 zt — ostateczna cena, jakg zaptaci klient

Il sposob:

110%-3000 =1,1-3000 = 3300 zt — cena telewizora po podwyzce
80%-3300 =0,8-3300 = 2640 zt — cena telewizora po obnizce
95%-2640 =0,95-2640 = 2508 zt — ostateczna cena, jaka zaptaci klient

Odp. Klient, ktory kupi telewizor 1 dokona ptatnosci bezgotdéwkowej zaptaci 2508 z1.

Zadanie 10.

Zegar zostal nakrecony 1 ustawiony na godzing 6:00. Zegar chodzit bez przerwy 1620 godzin
1 zatrzymal si¢. O ktorej godzinie zatrzymat si¢ ten zegar?
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Rozwiazanie:

Liczbg godzin, jaka zegar chodzit dzielimy przez 24 godziny (dobe):
1620:24 =67,5

Poniewaz 67-24=1608, wiec t¢ liczbe odejmujemy od 1620:
1620-1608 =12

Zatem do 6:00 nalezy doda¢ 12 godzin:

6+12=18

Odp. Zegar zatrzymat si¢ o godzinie 18:00.

Zadanie 11.

Kilogramowe opakowanie ciastek kosztowato 24 zl. Sprzedawca przygotowal dwie wersje
promocji tych ciastek:

Promocja I: Promocja Il:

Za tyle samo ciastek zaptacisz
0 20% mniej.

Za te samg ceng¢ otrzymasz
0 20% ciastek wigcej.

Ktoéra z promocji jest korzystniejsza dla klienta? Uzasadnij, wykonujgc obliczenia.

Rozwigzanie:
I sposob:

W pierwszej promoc;ji klient otrzyma 120% opakowania w cenie 24 zt, a zatem 1,2 kilograma
ciastek w cenie 24 zt.

24:1,2=20 zl, wigc 1 kg ciastek kosztuje 20 zt.
W drugiej promocji 1 kg ciastek kosztuje 80% ceny:
0,8-24 =19,20 zt, wiec 1 kg ciastek kosztuje 19,20 zt.

Poréwnujac ceny za 1 kg ciastek widac, ze druga promocja jest korzystniejsza dla klienta.

I sposob:

W pierwszej promocji za 24 zt klient otrzyma 120% opakowania, a wigc 1,2 kg ciastek.
W drugiej promocji za 24 zt otrzyma 1,25 kilograma ciastek. Wida¢, ze korzystniejsza jest
druga promocja.

Odp. Druga promocja jest korzystniejsza dla klienta.
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Zadanie 12.
Zapisz wyrazenie w postaci potegi jednej liczby i oblicz jego warto$¢:

4°.64°
8*.32%.128

Rozwigzanie:

Zauwazmy, 7e:
4=2%, 4 =(28) =2"
64=2°, 64°=(2°) =2"
8=2", §=(2°) =2"
=2°, 3F=(2)=2"

128=2

Zatem korzystajac z powyzszych przeksztatcen uzyskujemy:

49 . 643 218 . 213 236 2
S 3108 Mgk gl 4

Odp. Warto$¢ wyrazenia wynosi 4.

Zadanie 13.

Srednia wieku w 10-osobowej grupie tanecznej byta rowna 18 lat. Gdy do dotaczyta do nich
jedna osoba, $rednia wieku wzrosta do 19 lat. Ile lat ma tancerz, ktory dotaczyl?

Rozwigzanie:

Skoro $rednia wieku wynosita 18 lat, to 10 0s6b razem miato 10-18 =180 lat. Po dotaczeniu
jednej osoby $rednia wieku wzrosta do 19 lat, wiec 11 0sdb ma tgcznie 11-19=209 Iat.
Tancerz, ktory dotaczyt ma 209-180=29 lat.

Odp. Tancerz, ktory dotaczyt do grupy ma 29 lat.

Zadanie 14.

Jacek dat Michatowi % swoich pienigdzy, potem Michat dat Karolowi % wszystkich

pienigedzy, ktére mial po otrzymaniu pienigdzy od Jacka. Nastgpnie Karol dal Jackowi
% wszystkich pienigdzy, ktoére mial po otrzymaniu pieni¢dzy od Michata. Ostatecznie kazdy

mial po 90 zlotych. Ile ztotych mial na poczatku Michat?
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Rozwigzanie:

Gdy Karol dat Jackowi % pieniedzy, kazdy miat po 90 ztotych.

Przed tym krokiem, czyli po tym jak Michat dat Karolowi pienigdze, Karol miat 100 ztotych
(bo % ze 100 zt to 10 zt), wigc Jacek miat 80 ztotych, a Michat musiat mie¢ 90 ztotych.

Przed tym krokiem, czyli po tym jak Michatl dat Karolowi pienigdze, Michat miat 120 ztotych
(bo % ze 120 zt to 30 zt), Karol miat 70 ztotych, a Jacek 80 ztotych.

Przed pierwszym krokiem, czyli zanim Jacek dat pieniadze Michatowi, Jacek miat

120 ztotych (bo % ze 120 zt to 40 zt), Michat miat 80 ztotych, a Karol 70 ztotych.

Odp. Michat miat na poczatku 80 zt.

Zadanie 15.

W kazda kratke wpisz takg cyfre, aby utamki byty dodatnie, a réwnos$¢ prawdziwa. W roézne
kratki mozesz wpisa¢ rozne cyfry. Podaj wszystkie rozwigzania.

L.,
° LI

gl

Rozwigzanie:

Pierwszy skladnik tej sumy musi by¢ mniejszy niz % = % .

Liczba 2 jako licznik tego sktadnika jest za duza, gdyz % = % > % . Stad wynika, ze licznik

musi by¢ rowny 1.
. . T | 1
Drugi sktadnik otrzymamy odejmujac 9 od g:

11 9 5 4

5 9 45 45 45
Rozszerzajac ten utamek otrzymamy drugie rozwigzanie:
4 8
4590
Poniewaz mianownik w tym utamku musi by¢ liczbg dwucyfrowa, wiec rozwigzan nie ma.

Odp. Zadanie ma dwa rozwigzania: 1 + 4 = 1 oraz 1 + 8 = 1 :
9 45 5 9 90 5
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Geometria analityczna

Zadanie 1.
Dany jest pigciokgt ABCDE o wierzchotkach A= (—3; 2), B= (3; 4) ,C= (5; —5), D= (1; —2)
i E=(-2;—-3). Wyznacz jego pole.

Rozwiazanie:
Narysujmy pieciokat ABCDE w uktadzie wspotrzednych.
y

T B S
® 4 9
A

-6

OtoczyliSmy pigciokat ABCDE mozliwie najmniejszym prostokatem PRST. Aby wyznaczy¢
pole tego pieciokata, obliczymy najpierw pole prostokata PRST, a nastgpnie odejmiemy od
niego pola zewngtrznych wielokgtow.

Poosy =8:9=72

2-6
PABT :7:6

2-9

Poes =22 =9

BCS —

I:)APXE -

2
(2+7)1
2

_43 ¢
2
A zatem Pygepe =72—(6+9+4,5+7,5+6)=72-33=39.

PC DY
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Zadanie 2.

Dany jest czworokat ABCD o wierzchotkach A=(-3;-3), B=(-2;3), C=(50)

i D= (2; —2) . O ile pole trojkata ABC jest wieksze od pola trojkata ACD?

Rozwigzanie:

Sporzadzmy rysunek pomocniczy:

y

Pole trojkata ABC obliczymy jako réznica pola prostokata PRST i zewngtrznych trojkatow.

P =6-8=148
1-

(ep]

=3

PABT =

w ‘
N
~

— =10,5

PBCS

=12

PACR =

w
N[ DN
oo

Zatem P, =48—(3+10,5+12)=48-25,5=22,5.
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Pole trojkata ACD wyznaczymy odejmujac pole prostokata UVWX od pola zewnetrznych
figur:

P =3-8=24
3-8
Py = o —12
ACX 2
1.5
P, =-——=2,5
ADY 2
(1+3):3

Poopy = =6
CDYV 2
Zatem Py, =24—(12+2,5+6)=24-20,5=3,5.

Woéwezas pole trojkata ABC jest wigksze od pola trojkata ACD 0 22,5-3,5=19.

Zadanie 3.

Dany jest trojkat ABC o wierzchotkach A=(—4; —1), B =(—2;—5) i C =(8; 3). Wyznacz
pole trojkata powstalego przez polaczenie srodkow bokow trojkata ABC .

Rozwigzanie:
Wyznaczmy najpierw wspotrzedne srodkéw bokow trojkata ABC:
—4-2 -1-5

Se=|——;—|=(-3-3)=K

AB 2 2 ( )
-2+8 -5+3

Sec = 5 : 5 =(3-1)=L
—-4+8 -1+3

Sac = 5 : 2 :(2;1):M

Narysujmy w uktadzie wspotrzednych trojkat KLM:
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Wyznaczymy pole trojkata KLM jako rdéznica pola prostokgta PRST 1 zewngtrznych
trojkatow.

Posr =6-4=24
=82
Piow :27'1:1
PMTP=5;24=10

A zatem B, =24—(6+1+10)=24-17=7.

Zadanie 4.

Dana jest tamana ABCD, gdzie A:(—5;6), B :(—1; —2), C :(3; —4) i D :(9;8). Potaczono
srodki odcinkéw AB, BC i CD i oznaczono je odpowiednio punktami K, L i M. Potaczono

srodki odcinkéw KL i LM i oznaczono je odpowiednio przez X i Y. Uzasadnij, ze odcinek XY
jest rownolegly do jednej z osi uktadu wspotrzednych.

Rozwigzanie:

Wyznaczmy w pierwszej kolejnosci srodki odcinkéw AB, BC i CD:

-5-16-2
K'=S, :(T;T]:(_&Z)

-1+3. -2-4
L:SBC:( 5 ;T):(]‘;_s)
3+9 -4+8
M:SCD:(T; 5 j:(G;Z)

Wyznaczmy teraz $rodki odcinkéw KL i LM:

-3+1 2-3 1
X:Sm:( 2 *zr):f4“§)

1+6 -3+2 1 1
s =[5 053)

Drugie wspotrzedne punktow X i Y s3 jednakowe, a zatem odcinek XY jest rownolegly do
osi X. Uzasadnilismy w ten sposéb, ze odcinek XY jest rownolegly do jednej z osi uktadu
wspotrzednych.

Zadanie 5.
Dane sg punkty A=(—4;4) i B=(-4;-2). Wyznacz wspohrzgdne takiego punktu C, aby
spetnione byty jednocze$nie ponizsze warunki:

(1) tréjkat ABC nie byt ostrokatny,
(2) pole trojkata ABC byto rowne 36,
(3) druga wspotrzedna punktu C byta liczbg catkowitg jednocyfrowa.
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Rozwiazanie:

Aby latwiej wyobrazi¢ sobie rozwigzanie zadania, nanieSmy punkty A i B na uklad
wspotrzednych:

Y
5
A
L 4
3
2
1
X
6 5 4 3 -2 10| 1 2 3 4
=1
B
L ] -2
-3

Zauwazmy, z¢ |AB| =6. Obliczmy teraz dtugo$¢ wysokosci h opuszczonej na bok AB tak, aby
spelniony byt warunek (2):

-h_36
2

3h=36
h=12

Zatem pierwsza wspoétrzedna punktu C moze wynosi¢c —4-12=-16 lub —4+12=8. Aby
trojkat ABC nie byt ostrokatny oraz spetniony byl warunek (3), wspotrzedne punktu C moga
wynosi¢:

(-16;-9), (-16;-8), (-16;~7), (-16;-6), (~16;-5), (~16;-4), (-16;-3), (-16;-2),
(-16;4), (-16;5), (-16;6), (-16;7), (-16;8), (~16;9),

(8-9). (8-8), (8-7), (86). (8-5). (8-4), (8-3), (8-2).

(8:4). (8:5). (8:6), (87). (8:8). (8:9).

Zadanie 6.
Dana jest podstawa AB trapezu ABCD, gdzie A=(12) i B=(1-3). Wyznacz takie pary
punktéw C i D, aby spelnione byly jednoczesnie ponizsze warunki:

(1) czworokat ABCD byt trapezem potozonym w 11 IV ¢wiartce uktadu wspoétrzednych,
(2) pole trapezu ABCD byto rowne 6,
(3) wspolrzedne punktéw C i D byty jednocyfrowe i naturalne.

Dla jakich par punktow C i D czworokat ABCD bedzie trapezem prostokatnym?
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Rozwigzanie:

Aby latwiej wyobrazi¢ sobie rozwigzanie zadania, nanieSmy punkty A i B na uktad
wspotrzednych:

y
3
A
2 o
1
X
-1 0 2 3
-1
-2
B
-3 [ ]
—4

Skoro wspotrzgdne punktow C i D majg by¢ liczbami naturalnymi, rozpatrzmy wylgcznie
dhugosci wysokosci h trapezu wyrazone poprzez liczby naturalne. Rozpatrzmy w pierwszej
kolejnosci h=1. Wowczas:

(5+|CDJ)-1
RSl bt Ay
2
5+|CD|=12
ICD|=7
Zatem pary punktow C i D wynosza (0;9) i (0;2) lub (0;8) i (O;l) lub (0;7) i (O;O) lub
(2;9) i (2;2) lub (2;8) i (2;1) lub (2;7) i (2;0).
Rozpatrzmy h=2. Woweczas:
(5+|CDJ)-2 6
2
5+|CD|=6
ICD|=1
Zatem pary punktow C i D wynosza (3;9) i (3;8) lub (3;8)i (3;7) lub (3;7) i (3;6) lub
(3,6) i (3;5) lub (3;5) i (3;4) lub (3;4) i (33) lub (3;3) i (3;2) lub (3;2) i (3;1) lub (3;1)
i (30).
Rozpatrzmy h=3. Wowczas:
(5+|cDJ)-3
A bl Ay

2
(5+|cD|)-3=12
5+|CD|=4
ICD|=-1<0
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Zatem wysoko$¢ trapezu moze by¢ co najwyzej réwna 2 (w zbiorze liczb naturalnych).
Jedyng parg punktow C i D tak, aby czworokagt ABCD byt trapezem prostokgtnym jest para

(3:2)i (31).

Zadanie 7.

Dany jest odcinek MN o koncach M :(—4;13) i N= (8; —7). Wyznacz wspotrzedne takiego
punktu P na odcinku MN, aby podzielit on odcinek MN w stosunku 1:3.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze aby odcinek MN byt podzielony punktem P w stosunku 1:3, punkt ten moze
leze¢ na odcinku MN na jeden z dwoch sposobow:

N = (8;-7) « »N=(8-7)
3x P
2
3x
X PT
M = (‘4,’13) M = (_4:13)

Wyznaczmy najpierw $rodek odcinka MN:
S (—4+8 13-7

2 2 j=(2;3)

Aby punkt P podzielit odcinek MN w stosunku 1:3 powinien by¢ on $rodkiem odcinka MS lub
NS. Zatem:

—4+2 1343
P= X =(-18
P _[8+2_—7+3

2 2 j:(s;-z)

Zatem punkt P moze mie¢ wspotrzedne (—1;8) lub (5; —2).

Zadanie 8.

Dany jest okrag o $rodku O=(3;4) i promieniu r=5. Ile mozna narysowa¢ okrggdw

o srodku S spetniajacych jednoczes$nie nastgpujace warunki:
(1) odcinek os jest rownolegty do jednej z osi uktadu wspotrzednych,
(2) okregi o srodkach w punktach O i S sg styczne,

(3) odlegtos¢ punktu S od brzegu okregu o srodku O wynosi 2,
(4) obie wspotrzedne punktu S sg nieujemne.
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Rozwigzanie:

Naniesmy okrag o srodku O na uktad wspotrzednych, by lepiej zobrazowac sobie rozwigzanie
zadania:

N
o

- N W A~ OO O N\ ©

-3 2 -1 2 3 4 6 7 8 9
-1

-2

Z warunku (1) wiemy, ze skoro odcinek OS ma by¢ réwnolegly do jednej z osi uktadu
wspolrzednych, to punkt S jest postaci S=(3;y) lub S=(x;4). Aby spelione byly
jednoczesénie pozostale warunki, punkt S moze mie¢ nastepujace wspotrzedne:

S, :(0;4), S, :(6;4), S, :(10;4), S, :(3;1), S, :(3;7), S, :(3;11).

Zatem mozna narysowaé 6 okregow o podanych warunkach.

Zadanie 9.
Dany jest czworokat ABCD o wierzchotkach A:(5;3), B:(Z;—3), C:(—G;—S)
i D= (—2;1). Wyznacz jego pole.

Rozwigzanie:
I sposob:

Narysujmy czworokat ABCD w ukladzie wspotrzednych 1 otoczmy go mozliwie
najmniejszym prostokatem:

y

- [+l [4%] =
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Obliczymy pole czworokata ABCD jako réznica pola prostokgta PRST oraz sumy pol
trojkatow ABR, BCR, CDT i ADT.

Poes; =11-8=88

8-3
P.,=—=12
ABR 2

11.2

PBCR=PADT: 5 =11

8-4
P.., =—=16
cDT 2

Zatem pole czworokata ABCD mozemy obliczy¢ nastgpujaco:

Paeco = Porst — ( Paer + Pacr + Feor + Paor )
Pascp = 88—(12+11+16+11) =88-50=238

II sposob:
Narysujmy czworokat ABCD w uktadzie wspoirzednych:

y

D
1
X
-7—6-5-4—2-10//456
B

——e

WyznaczyliSmy punkt P = (—2;—3) i narysowali$my odcinki AP, BP, CP i DP. Podzielilismy
w ten sposob czworokat ABCD na cztery trojkaty. Obliczmy pola tych trojkatow:

P.so :4—;5=12
P.co :%:4
P =4;24=8
P.o :%:14

Pole czworokata ABCD jest sumg pdl wyznaczonych trojkatéw. Stad mamy:
Pwecp =12+4+8+14=38.
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Zadanie 10.

Dane sg punkty (—3;1), (1;,4) i (6;2). Wyznacz wspotrzgdne czwartego punktu tak, aby wraz
z pozostatymi punktami otrzymac rownolegtobok.

Rozwigzanie:
| przypadek:
Oznaczmy punkty A= (—3;1), B= (1;4) 1 C= (6; 2). Znajdzmy punkt D tak, aby czworokat

ABCD byl rownolegtobokiem. Zauwazmy, ze punkt C wzgledem B polozony jest o 5 kratek
w prawo 1 o 2 kratki w dot. Zatem punkt D jest potozony analogicznie wzglegdem A. Stad

D=(-3+51-2), czyli D=(2;-1).

Il przypadek:

Oznaczmy punkty A=(14), B=(-3;1) i C=(6;2). Znajdzmy punkt D tak, aby czworokat

ABCD byt rownoleglobokiem. Zauwazmy, ze punkt C wzgledem B polozony jest o 9 kratek
w prawo 1 o 1 kratke w gorg. Zatem punkt D jest polozony analogicznie wzgledem A. Stad

D=(1+9;4+1), czyli D=(10;5).

Il przypadek:

Oznaczmy punkty A= (—3;1), B= (6; 2) i C= (1;4). Znajdzmy punkt D tak, aby czworokat

ABCD byt rownoleglobokiem. Zauwazmy, ze punkt C wzgledem B polozony jest o 5 kratek
w lewo 1 o 2 kratki w gorg. Zatem punkt D jest potozony analogicznie wzgledem A. Stad

D =(-3-5,1+2), czyli D=(-83).

Szukany punkt ma wspétrzedne (2;-1), (10;5) lub (-8;3).

Zadanie 11.

Yukasz zaznaczyt w uktadzie wspotrzednych punkty A = (—12;8) i A :(—5; 3). Nastepnie
wyznaczyl punkt A, tak, aby punkt A, byt $rodkiem odcinka A A,. Nastepnie wyznaczyl
punkt A, tak, aby punkt A; byt $rodkiem odcinka AA,. W podobny sposob Lukasz

zaznaczal kolejne punkty, tj. wyznaczyt punkt A, tak, aby punkt A, byt $rodkiem odcinka
A A,. Wyznacz wspotrzedne punktu Ay .

Rozwigzanie:

Wprowadzmy nastgpujace oznaczenia: A =(X,Y;), A =(X,,¥,), A =(Xs, Y,) itd.
Postepujmy tak, by nasladowac kolejne kroki Lukasza.
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Krok I:

(_5;3):[—12+ X, ;8+ y3j

2 2
—12+x3__5 8+y3_3
2 2
-12+x,=-10 8+y,=6
X; =2 Y, =—2

Zatem A, =(2;-2).

Krok Il
(2;_2):(—12+x4;8+y4j
2 2
—12+x4:2 8+y4:_2
2 2
-12+x,=4 8+y,=-4
X, =16 y,=-12

Zatem A, =(16;-12).

Krok II:
(16;—12)=(_12+X5 ;8+y5j
2 2
_12+X5:16 8+y5:_12
2 2
-12+x, =32 8+y, =-24
X =44 y, =—32
Zatem A, =(44;-32).
Krok IV:
(44;—32):(_12”6 ;8+y“’j
2 2
—12+x6:44 8+Ty6:_32
-12+x, =88 8+y, =—64
X, =100 Yo =—12

Zatem A =(100;-72).
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Zadanie 12.
W pigciokgcie ABCDE o wierzchotkach A=(—4;1), B=(-4;-5), C=(2-8), D=(6;-2)
i E= (4; 4) poprowadzono wszystkie przekagtne wychodzace z wierzchotka A. Jakim

procentem pola pigciokata ABCDE jest pole kazdego z otrzymanych trojkatéw. Wynik podaj
w przyblizeniu do czgsci setnych.

Rozwigzanie:

Narysujmy pieciokagt ABCDE w ukladzie wspoéhrzednych oraz zaznaczmy przekatne
wychodzace z wierzchotka A:

y

3 4 5\6 7 8
D

Wyznaczymy teraz pola trojkatow ABC, ADE oraz ACD. Pola trojkatow ADE oraz ACD
zostang wyznaczone poprzez roéznice pomiedzy polem mozliwie najmniejszego prostokata,
ktory otacza kazdy z trojkatdéw a pozostatymi trzema trojkatami, ktoére w uktadzie nie
rysujemy a jedynie sobie wyobrazamy.

66 _

P = 18

ABC 2

P.oc :10.6_(%+E+8—é3j=60—(15+6+12):27
Pcs :9.10_(6;+9é6+102'3J:90—(12+27+15):36

Pole pigciokata ABCDE jest sumg pdl wyznaczonych trojkatéw. Zatem:
Paecoe =18+27+36 =81
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Wyznaczmy teraz jakim procentem pola pigciokata ABCDE jest pole kazdego z otrzymanych
trojkatow:

E:E:O,(Z)z 22,22%

81 9

27 :§ = 0,(3) ~ 33,33%
81 9
ﬁ:i:(),(4)z44,44%

81 9

Pole trojkata ABC stanowi 22,22% pola pieciokata ABCDE, pole trojkata ADE — 33,33%,
a pole trojkata ACD — 44,44%.

Zadanie 13.

Antonina narysowala w ukladzie wspolrzednych trojkat ABC o wierzchotkach A=(5;-4),

B=(7;3) i C=(—1;6), po czym narysowata trojkat KLM w skali 2:1. Wyznacz

wspolrzgdne punktow K, L i M, jezeli boki AB oraz AC trojkata ABC zawieraly si¢
odpowiednio w bokach KL oraz KM trojkata KLM.

Rozwiazanie:

Stworzmy rysunek pomocniczy:

K =A-=(5-4) C = (-1:6) M

Skoro boki AB oraz AC trojkata ABC zawieraja si¢ odpowiednio w bokach KL oraz KM
trojkata KLM, to K = A= (5; —4).

Antonina narysowala trojkat KLM w skali 2:1 wzgledem trojkata ABC. Zatem punkt B jest
srodkiem odcinka KL, a punkt C jest srodkiem odcinka KM. Wyznaczmy teraz wspoirzedne

punktow L i M:
(7;3):[5+ X, ;—4+ ij
2 2
5+xL:7 —4+yL:3
2 2
5S+x =14 —-4+y =6
X, =9 y, =10
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(—1;6):(5+X'V' ;—4+ Yu j

2 2
54X _ 4 Y _g
2 2
S+Xy =—2 —4+y, =12
Xy =—7 yu =16

Wspotrzgdne szukanych punktéw K, L i M wynosza odpowiednio (5;-4), (9;10) i (-7;16).

Zadanie 14.

W ukfadzie wspoétrzednych narysowano odcinek AB o koncach A= (— 4;—3) i B= (— 2;1).
Wyznacz mozliwe pary wspotrzgdnych punktow P i R odcinka PR wiedzac, ze spetnione sg
jednoczesénie nastepujace warunki:

(1) @:3,
| AB|
(2) PR|| AB,

(3) jeden z koncow odcinka AB jest jednym z koncow odcinka PR.

Rozwigzanie:

Aby tatwiej wyobrazi¢ sobie rozwigzanie zadania, nanieSmy punkty A i B na uktad
wspotrzednych:
J

3
2

1

-7 6 -5 -4 -3 -2 -10 1 2
-4

-2

-3

—4

Jesli spetniony ma by¢ warunek (2) i (3), to odcinki AB i PR lezg na wspodlnej proste;.
Z warunku (1) wiemy, ze odcinek PR jest 3 razy dluzszy od odcinka AB. Zauwazmy, ze
punkt B wzgledem punktu A przesuniety jest o 2 kratki w prawo i o 4 kratki w gorg.

Ustalmy, ze B =P . Woéwczas:
R=(-2+2-3,1+4-3)=(4;13) lub R=(-2-2-3;1-4-3) =(-8;-11).
Ustalmy teraz, ze A=P . Wowczas:

R =(—4+2-3;—3+4-3)=(2;9) lub R =(—4—2-3;—3—4-3)=(—10,—15)
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Zadanie 15.
Dany jest trojkat ABC o wierzchotkach A=(2;1), B=(L-1) i C=(-3;1). Wyznacz jego

obwod.

Rozwiazanie:

Narysujmy trojkat ABC w uktadzie wspotrzednych:

y

—4 3 -2 -1 0 1
P \‘B

R

Zauwazmy, ze |AC|=5. Aby wyznaczy¢ dlugosci odcinkow AB oraz BC zastosujemy
dwukrotnie twierdzenie Pitagorasa. Z trdjkata BCP mamy:

ICP[* +|BP|" =|BC["
2%+ 42 =|BC|
IBC| =4+16
IBC| =20
IBC|=+20 =25
Z trojkata ABR mamy:
|AR* +|BR[" =|AB[
22 +1* =|AB[
|AB| =4+1
|AB[" =5

A8|=<5

Zatem obwdd trojkata ABC wynosi 24/5 ++/5+5=35+5.
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